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Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan efter skrivtidens slut.

1.

Los ekvationerna (a) 22 =8 (b) cosz =8 (c) tanhz =8

Svaren skall ges i rektangulér form (z = x + 4y), och i sa enkel form som méjligt.

/7r cos 0 df
» 5 +4cosh

Berédkna med residykalkyl

Bestédm en Mobiusavbildning w(z) som tar cirkelskivan |z| < 2 pa halvplanet Rew > —1 pa ett
sadant sétt att w(1) = 0 och w(—2) = —1. Bestdm sedan den méngd i z-planet som avbildas pa
enhetscirkeln |w| =1 i w-planet.

Bestam antalet nollstéllen som polynomet
p(z) = 2% +iz% — (1 4+4i)z + (1 — 61)
har i (a) enhetsskivan |z] < 1 (b) undre halvplanet Im z < 0. (1p+2p)

Beridkna alla residyer till funktionen

1

ztan? 2z’

f(z) =

(a) Formulera maximumprincipen i begrinsade omraden.

eiz

(b) Bestidm storsta viirdet, och var det antas, av |f(z)| pa cirkelskivan |z| < 1 om f(z) = o
z

¢) Samma friga som i (b), men for f(z) = 22 + iz + 1.
(c) g :

Lat c¢g, ¢y, ca, ... vara komplexa tal sadana att
o0
Zn|cn| < |eq]-
n=2

Sétt

f(z)= chz", |z| < 1.
n=0

Visa att serien konvergerar for dessa z, och att f &r injektiv.
(Att f dr injektiv betyder som bekant att z3 # zo = f(21) # f(22)).
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(a) Binomisk ekvation. Med z = re? far vi 733 = 8¢, d.v.s. r® = 8 och 30 = 2nn, alltsa
z = 26i2"”/3, och de tre rétterna z; =2, z0 = —1 + iv/3 och z3=—1— V3.

(b) Lat w = e%*; da éir w # 0, och cosz = 8 & w + 1/w = 16 < w = 8 + /63, bada positiva, sa
z = —ilogw = 2nm —i1n(8 £ v/63) = 2nmw FiIn(8 +63), n € Z.

(c) Lat w = €?*; da &r w # 0, och tanhz = 8 & (w—1)/(w+1) = 8 & w = —9/7, sa
z=(1/2)logw = (1/2)In(9/7) + in/2 + inm, n € Z.

Med z = €% far vi, dar C &r den positivt orienterade enhetscirkeln |z| = 1,

T cos® (z+2z"H/2 dz 1 22 +1
1= =97 9= A S N S—
_xD+4cosb cb+4(z+2z71/2 4z 4i Jo 2(22+52/2+1)

Eftersom 22 + 52/2 4+ 1 = (2 + 1/2)(z + 2) ser vi att integranden har singulariteterna z = 0

(enkelpol) och z = —1/2 (enkelpol) innanfér C, sa residysatsen och sedvanlig residyberiikning ger
172771' 22 +1 (22+1)/z _7(4 5/ 7
4 2 452/24 1. %(22+5z/z+1)|2?1/2 S 2 3) 3

Att w(l) = 0 ger med noédvindighet att w(4) = —2, eftersom 1 och 4 dr spegelpunkter m.a.p.

cirkeln |z] = 2, och 0 och —2 &r spegelpunkter m.a.p. linjen Rew = —1. Eftersom dessutom
w(—2) = —1 &r Mobius-avbildningen entydigt bestdmd: w(z) = (4 —42)/(3z — 6). Denna avbildar
cirkeln |z| = 2 pa linjen Rew = —1, och eftersom w(1) = 0 avbildar den dessutom cirkelskivan

|z| < 2 pa halvplanet Rew > —1.

Lat T, vara enhetscirkeln |w| = 1 i w-planet och I', den C-cirkel i z-planet som avbildas pa C.,
under w(z) ovan. Invertering ger z(w) = (6w+4)/(3w+4), sa w = —4/3 ¢ T, avbildas pa z = oco.
Alltsa #r I', en vanlig cirkel |z — ¢| = r, ddr centrum ¢ = z(—3/4) = —2/7 eftersom —4/3 och
—3/4 #r spegelpunkter m.a.p. I'y, och 0o och ¢ dr spegelpunkter m.a.p. I',. Slutligen, —1 € T',, ger
z(=1)=-2€T,,sar=|-2—(-2/7)|=12/7 och T, ér cirkeln |z + 2/7| = 12/7.

4—

z —

Jr2 12
z+z|=—=.
7 7

Svar: w(z) =

i ; cirkeln
6

(a) Sitt f(2) =1 —6i och g(z) = 2%+ i2z? — (1 +i)z. P& hela cirkeln |z| = 1 giller olikheterna
[f(2)] = 1 = 6i] = v/37 > 6 och [g(2)| < |2’ + [2” + V22| =2+ V2 < 6, sa |g(2)| < |/ (2)]
pa denna cirkel. Enligt Rouchés sats har dérfor p(z) = f(z) + g(2) lika manga nollstéllen i
|z| < 1som f(z), d.v.s. inga alls. Svar: Noll.

(b) Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2° 4+ iz? — (1 4+ i)z + (1 — 6i) niir z genomloper
kurvan I'r = Cf; — Lg (se figur nere till vinster). Pa C far vi tillskottet AC; argp(z) =
Ac-arg2® + Ag- arg(1+i/23 — (141)/2* + (1 —6i)/2°) > 5-7+0 =57 dd R — oc. P&
Lg far vi p(z) = p(z) = (2° —x + 1) +i(2? — 2 — 6) = u + dv, diir v litt kan faktoriseras:
v = (x4 2)(x — 3). Vi far ddrmed nedanstaende tabell, samt kurvskiss w = p(z) da =
genomloper Lg:

Lr v = |7 < Jfo ™\ T il
v + +1 0 — + + U
\/C(‘ \’_w/(LR)

Dessutom far vi av gradskél att v/u — 0 da @ — £oo (u drar mer &n v), och detta tillsammans
med tabellen ovan ger figuren ovan till héger, dér vi ser att Ay, argp(z) — 7 da R — co. An-
talet nollstéllen i hogra halvplanet blir dérfor (1/27) limp—eo (ACE argp(z)—Ap, argp(z)) =

O+ | w
~

(5w — m) /2w = 2, eftersom poler saknas. Svar: Tva.



5. Vi noterar forst att tan z = sin z/cos z &r odefinierat da cosz = 0, d.v.s. da z = /2 + nw, n € Z.
Vidare dr ndmnaren ztan?z = 0 d& z = nm, n € Z. Var funktion f(z) dr alltsd analytisk 6verallt
utom i punkterna z = nw/2, n € Z.

I en punkterad omgivning till z = 7/2 + n7 dr f(z) = (cos? z)/(zsin’ z), och hogerledet hér ér

analytiskt i dessa punkter. Saledes har vi hdvbara singulariteter hér, och residyn &r dérfor 0.
Residyn i punkten nr ér koefficienten for (z — nw)~! i Laurentserien for f i en punkterad skiva
med centrum i nm, sa om vi gor variabelbytet w = z — nz blir residyn for f i punkten nm samma
som residyn i 0 fér funktionen

n cos?(w + nm) cos? w
w = .
(w4 nm)sin®(w +nr)  (w+ nw)sin® w
Har ar
cosPw (1 —w2/2!+(’)(w4))2 B 1—w?+ O(w?)
sinfw (w —w3/3! + (’)(w5))2 B w2 (1 —w?/3+ O(w?))
. (1—w?+O0wh)(1+w?/3+0w?) 1-2w?/34+ O(w)
diir vi i steg * anviinder att (1+s)7t =1— s+ O(s?) med s = —w?/3 + O(w?). Vidare,
1 1 1 1 w
= =— (1 - —+0w? 0
w+nr  nr 1+w/(nm) mr( n7r+ (w ))’ n#0,
sa
1 1-2w?/34+0(w! 2
2 Res — - w/3+ (w):__, n =0,
cos® w w=0 W w? 3
Res 1) = B o T oy sin? w0~ 1 1+ O(w?) 1
= =0 (w + nm) sin” w Res—(lfﬂjLO(wQ)) w?) R
w=0 N nmw w? (nm)?

som ju #r koefficienten for w=! i de respektive fallen.
Svar: f}gs f(z)=0,n€Z; Regf(z) = —2/3; Res f(z) = —1/(nm)?, n e Z\ {0}.
z=m/24nm z= z=nmT
6. (a) Om Q #r ett begrinsat omrade, och f dr analytisk i Q2 och kontinuerlig pa Q = QU 9Q, sa
antar |f| sitt maximum nagonstans pa randen 9. (Nedan anviinder vi ocksa foljande: Om
f inte &r konstant i 2 kan inte |f| anta sitt maximum i nagon punkt i £2.)

(b) Maximum antas pa randen |z| = 1, och dér &r téljarens belopp |e*| = e™¥ < el = e, med
likhet precis dd y = —1 och x = 0, d.v.s. d& z = —i. Ndmnarens belopp |22 +5| > 5—|2|? = 4,
med likhet precis da z? och 5 dr motsatt riktade, d.v.s. da 22 = —1, alltsd z = +i. Vi ser
dirfor att | f(2)| < e/4, med likhet precis da z = —i. Svar: |flmax = |f(—1)| = e/4.

(c) Maximum antas pa randen |z| = 1, och dir dr, med z = €%, |22 +iz + 1| = |2(z +i+1/2)| =
lz4i+1/z] =|e? +i+e | =|2cos0 +i| = VAcos? § + 1, som antar maximum, v/5, precis
da cosf = +1, d.v.s. da z = +1. Svar: | flmax = | f(£1)] = V5.

7. Nér |z < 1far vi D07 o enz™| <3007 o len| = |eol + ei] + X ones len] < leol + |e] + D on s nlen] <
|co| + 2|c1], sa potenssserien #r absolutkonvergent, och ddrmed konvergent, for dessa z.

Antag i fortsittningen att z; # 22, och att |z1| < 1 och |za| < 1; vi skall visa att f(z1) # f(z2).
Vi kan skriva f(z1) — f(22) = >y cn(2] — 2%), och eftersom, med primitiv funktion och ML-
uppskattning,

z{’—z;‘:/ ns""'ds, och dirmed |z} — 25| < nlz — 2, n=1,2.3,...,
[22,21]

dir [za, z1] star for strickan fran zo till 21, far vi

[eS) o0 )
Doz —28)| <Y leallst — 25| < 21— 22| Y nlen| < er|z1 — 2.
n=2 n=2 n=2

Detta ger |f(z1) — f(22)| = [0, ca(ef — 28)| 2 lerllzr — 22| — |02, a2t — 23)] > 0, med

omvinda triangelolikheten, varfor f(z1) # f(z2), vilket skulle bevisas.
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. Den sista omskrivningen i (b) bygger pa att 8 — /63 = 1/(8+v/63), men den krévs inte for podng.
Forvanansvért manga tror att |8 + /63| = v/127 (FEL), férmodligen en sammanblandning med
det korrekta |8 +iv/63] = v/127.

Bade (a) och (b) gar faktiskt ocksa att 16sa med direkt inséttning z = « + iy och identifiering av
real- och imaginérdelarna i ekvationerna, &ven om jag inte rekommenderar det. I (a) far man da
23 — 3zy? = 8 och 32%y —y® = 0,1 (b) cosxcoshy = 8 och —sinxsinhy = 0. Ekvationerna for
imaginirdelarna ger i (a) y = 0 eller 4> = 322, i (b) @ = n7 eller y = 0, och detta sitter man
sedan in i ekvationerna for realdelarna och loser dessa. Notera hur mycket svarare det skulle bli
med den hir metoden om imaginédrdelarna inte vore noll.

. Nagra svarar med ett ickereellt virde, vilket &r orimligt eftersom integralen &r rent reell.

Nagra skriver om integralen till

/ /’T cos 0 20 / (z+2z7H/2 dz 1 / z+2z71 J

— _— — _— = — _— — dz
_»5+4cosb c5+4(z+2"Y/2 4z 4i Jo22+52/2+1

vilket &r korrekt, men tror sedan att integrandens singulariteter finns endast dar ndmnarpolynomet

22 +52/2+1=0 (FEL); #iven 2z = 0 #r ju en singularitet, vilket man ser i téljaren z + 271
Nagra tror att 222+ 52 +2 = (2 +1/2)(2 +2) (FEL) i stéllet for 222+ 52 +2 = 2(2 4+ 1/2)(z + 2).

. Nagra kompletterar de givna punkterna w(1) = 0 och w(—2) = —1 med att lata ytterligare en
randpunkt avbildas pa en randpunkt, typiskt w(2) = co. Att man med detta val far en avbild-
ning w(z) som avbildar ritt #r inte sjilvklart — om man i stéllet hade valt w(2i) = oo, t.ex.,
far man inte ritt avbildning. Gor man pa detta sétt maste man darfér motivera varfor avbild-
ningen verkligen blir den efterfragade. (Detta behdvs inte om man gor som i 16sningsskissen, med
spegelpunktsresonemang, eftersom vi har en sats i kursen som técker just detta fall.)

Ett alternativt sitt att bestimma den C-cirkel I', som avbildas pa Ty : |w| = 1 &r foljande, och
bygger pa konformitet: I',, tangerar linjen Rew = —1 i punkten w = —1, och déirfér tangerar
I, cirkeln |z| = 2 i punkten z = 2(—1) = —2. Eftersom dessutom w = 1 € I';, och dédrmed
z2(1)=10/7 € T, far vi att T, &r cirkeln |z +2/7| = 12/7.

(a) T denna Rouchéuppgift forekommer det ett antal "klassiska” fel i 1sningarna. Se kommenta-
rerna till uppgift 2b pa tentamen 2011-12-20 for en allmén diskussion.
Alternativt kan denna uppgift 16sas direkt med triangelolikheten, helt utan Rouchés sats: Om
|z] < 1ar |2°+iz?—(144)z] < |2°+]2)24+V2]|z| < 242, och eftersom |1—6i| = /37 > 2+4++/2
ar [p(2)] = |25 +i22 — (1+i)z+ (1= 66)] > |1 —6i] — |25 +422 — (1+i)z| > V37— (2+V/2) > 0,
och dérmed &r p(z) # 0.

(b) En svarighet hér dr att polynomet u(z) = 2° — x + 1 inte har nagon enkel faktorisering. Nu
gor det inget eftersom v(z) = 2% — x — 6 litt kan faktoriseras, och det ricker ju att den ena
av u och v kan faktoriseras, se Anmirkning A.5 i kompendiet (upplaga 2013, 2012 och 2011).

5

. Ingen har tinkt pa att tan z éir odefinierad i punkterna z = 7/2 4+ nm, n € Z, och att dessa dérfor
ocksa maste undersokas.

Nagra beriknar residyerna i dubbelpolerna z = nw, n # 0, fel, typiskt pa foljande vis:

Res cos’z  d <COSQZ)’ (FEL)
Z zZ=nm

a=nr zsinz  dz
Man kan ju inte bara plocka bort den ”farliga” faktorn, hir sin? z. Hir rakar det ge ritt virde pa
residyn, men det dr en ren tillfillighet; om t.ex. f(z) = 1/(z tan?2z) skulle motsvarande berikning
inte bara vara fel utan ocksa ge fel viarde pa residyn.

. Aven (b) kan 16sas med parametrisering z = '’ och envariabeloptimering: Med ¢ = sin # far man
isa fall [f(e?)] = e™t/v/36 — 20t2, —1 < t < 1, en funktion som #r litt att undersoka.

. Inget att kommentera.

Lars Alexandersson, 5 september 2014



