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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift raknas som godkénd om den bedomts
med minst tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam alla l6sningar till differentialekvationen y” + 2y’ + 5y = 10x + 9.

cosr — V1 — x2
2. Berakna gransvardet lim - .
z—0 z(sinz — arctan z)

3. (a) Avgdr om serien Z e ar konvergent. (1p)
n=1
e R
(b) Avgor for vilka z € R potensserien Z iy on O konvergent. (2p)
n=1

4. Lat C vara den kurva som i poldra koordinater ges av r = cos¢, 0 < ¢ < 7/4.
Berékna arean av den yta som fas da C roteras ett varv kring linjen x = —1.

5. Betrakta differentialekvationen 3y’ = 3 cos x.

(a) Bestdm den 16sning (inklusive dess storsta mojliga definitionsméngd) som
uppfyller y(0) = 1. (2p)
(b) For vilka a > 0 &r den 16sning som uppfyller y(0) = a begrénsad? (1p)

6. Bestdm en 16sning till 4" — 2zy’ — 2y = 0 som uppfyller y(0) = 1 och ¢'(0) = 0.

n—oo N

1 n
7. Berakna gransvardet lim — Z k™.
k=1

Lycka till!
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1. Homogen ekvation: yj| + 2y), + 5y, =0

P24+ 2r+5=0&r=—1+2ieller r=—1—2i, sa

yp = Cre™" cos(2z) + Cae " sin(22) (C1, Cs konstanter).

(alternativt y;, = Dyel~1+207 4 Dye(=1-20)z )
Partikuldransats: y, = ax + b ger 2a + 5(ax 4 b) = 10z + 9 vilket ger a = 2,b = 1.

Svar: y = Cie™ 7 cos(2x) + Cae™ ¥ sin(2x) + 2z + 1.

2. Eftersom 1+t=1+5 - & . O(t?) sa far vi med t = —z2

o cosz— VI a? 71,m(1—f—;+§+0(x6)) (1—2% -2 4 O(a"))
250 p(sinz — arctanz) 20 g((z — 2 1 0(a%) — (x — & + 0(29)))
4z 6
m 32;11 +O((E6)
a=0 X 4 O(x9)

Svar: 1
3a. Eftersom 0 < 2/(n? + n) <2/n? da n > 1 och vi vet att
=2 1
Z == Z =

ar konvergent, s& foljer enligt jimforelseprincipen att > - ar konvergent.

n=1 n2+n

Svar: konvergent

3b. Vi anvander kvottestet:

xn+1
lim |22 iy e || =
n—reo 3nx+n2n N n—o00 3n+1 + 2n+1 o
1+2/3)" 2]

lim ——2—|z| = —
B 1O Y EAAE
Alltsa har potensserien konvergensradie 3. T dndpunkterna x = £3 ser vi dock att termerna blir

(#3)"
3n42n

som inte gar mot noll d& n — oo, alltsa divergerar serien i dessa.

Svar: konvergent da —3 < x < 3

4. Vi har att for ett ds-element géller att tyngdpunktens vig ges av 2rr(z+ 1) = 2n(rcosp+1) =
27(cos? ¢ + 1). Vidare ges ds av

d
ds = \/(cos v)?+ (% cos )2 dp = 1/ cos? @ + sin® p dp = dp.

1
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Alltsa ges arean enligt Guldins regel av

w/4 /4 2
/ 21 (cos? ¢ + 1)dp = / QW?)JF#S(@)(M =
0 0

9y 6 + sin(2¢) /4 3w 42w
4 o 4

2
Svarzw

5a. Om y # 0 dr ekvationen ekvivalent med
/
—y = cosz.
y3
Det vill séiga
1 -1 . 1
—dy= [coswdr & s =sinr - C2 0 y=+t—u=——
Y 2y vC —2sinx

Med y(0) = 1 maste vi vilja + ovan, och far 1 = 1/y/C — 2sin0 = 1/v/C far vi C = 1. Det vill siiga
y =1/4/1 — 2sinz. Denna funktion &r definierad da 1 — 2sinz > 0, och vi ska vélja storsta maojli-
ga intervall ddr detta haller som innehaller punkten 2 = 0. Detta ger intervallet —77/6 < z < 7/6.

Svariy = 1/v/1 —2sinz, —77/6 < x < /6.

5b. Som ovan far vi nu y = 1/4/C — 2sinz med a = 1/+/C. Det vill siiga C' = 1/a%. Losningen #r
begridnsad om vi har en strikt olikhet
1
C —2sinz = — — 2sinz > 0 {or alla z.
a

Detta haller om och endast om a% — 2 >0, vilket eftersom a > 0 ger att 0 < a < %

. 1
Svar: 0 < a < 7

6. Om vi antar att y(x) 16ser problemet och definierar z(x) = y(—x) sa ser vi att denna ocksa loser
problemet. Dérfor dr 16sningen en jimn funktion. (Detta argument bygger egentligen pa att vi vet
att 16sningen #r unik, vilket vi inte har nagra satser i denna kurs som garanterar. Aven om vi inte
visste att 16sningen var unik vore det ju i alla fall rimligt att borja leta efter en jamn 16sning till
problemet). Vi gor darfor ansatsen
o0
y= Z anz".
n=0

Notera att y(0) = ag samt att y’(0) = 0 automatiskt med denna ansats. Detta ger

y' = Z 2nan,x®" 7ty = Z 2n(2n — 1)2*" 2 = 2(271 +2)(2n + a2
n=0 n=1 n=0
Detta ger ekvationen
y" —2xy — 2y = Z((2n +2)(2n + Dany1 — 4na, — 2a,)z*™ = 0.
n=0

Det vill siga
(2n+2)(2n+ 1)an+1 — 4nay, — 2a, =0
vilket dr ekvivalent med att
(4n + 2)ay, oy 1 ap_1 aop

m+2)(2n+1) n+1 Tn+l om0 (n+ 1)

Up41 = (
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Eftersom ag = y(0) = 1 far vi alltsa a,, = 1/n! sa

s 2n oo 2\n
o X o (x) _xQ
?/—ZW—Z o ¢

2n 2

Svar: y=5>"" L (=e)

n=0 n!
1 n . n k n_n—l n—k n_n—l . k n
= (n) ~X () -2 (-0)

k=1 k= k=0

7. Vi noterar att

Eftersom
(1 — ]{i/n)n = ehl(l—k/n)n — enln(l—k/n)

och In(1+z) < z for alla x > —1 (vilket l4tt visas genom att studera funktionen In(1 4 z) — ) sa
far vi olikheten
(1 —k/n)" <e * for alla n.
Dessutom har vi
(1 —k/n)" = en=k/m)" — gnin(i=k/n) _ e (—R/mtO0/n) _y o=k da n — co.

Alltsa galler for varje m <n — 1

“ - e—e ™
li —_ n_ —k_z =
Jim > (L—kfn)t =) et = ——gm <
k=0 k=0
n—1 [e%s) e
DSV S
k=0 k=0

(Ovan har vi implicit antagit att gransvirdet 1 uppgiften existerar. Om man vill visa detta kan man
t.ex. visa att funktionen (1 — k/x)* = e*"(1=F/%) for 2 > k #r vixande, si att foljden 37—} (1 —
k/n)" dr vixande). Enligt instdngningsprincipen for griansvirden (eftersom (e —e™™)/(e — 1) gar
mot e/(e — 1) d& m — oo) ar det sokta grinsvirdet e/(e — 1)

Svar: e/(e — 1)



